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Mas transformaciones:
homotecia y semejanza

UNIDAD 9

En unidades anteriores estudiaste transformaciones geométricas en las que permanecen invarian-
tes la forma y las dimensiones de las figuras. Recordaréas que las traslaciones y las rotaciones son
ejemplos de transformaciones que, ademas de dejar invariante la forma, conservan la orientaciéon de
las figuras, por eso se dice que son movimientos que no salen del plano. En cambio, la simetria es una
transformacion en la que las figuras se “dan vuelta” y cambian su orientacion: lo que en el original esta
alaizquierda, en laimagen queda a la derecha. La naturaleza nos permite observar elementos simé-
tricos, por ejemplo, las alas de una mariposa; cuando estdn cerradas se superponen exactamente y
cuando estan abiertas pertenecen a un mismo plano.

A partir de esta unidad y en las siguientes vas a profundizar en la proporcionalidad entre segmentos
a través del estudio de otras transformaciones. Ahora se tratara de casos en los que se conserva la
forma, pero puede variar el tamaiio de las figuras. Estudiaras la homotecia y la semejanza.

Estos conceptos son de fundamental importancia porque, gracias a ellos, los antiguos griegos pudie-
ron estimar las dimensiones de laTierra, el Soly la Luna y las distancias entre ellos, con la simple ayuda
de un aparato para medir dngulos.

TEMA 1: ¢QUE ES LA HOMOTECIA?

A 1. Puntos correspondientes

a) Dibuja en tu carpeta dos figuras como las que se muestran. Si te parece necesario, calcalas.

1. Ponele letras a los vértices. Si observas con atencién, verds que al poner letras a los vértices,
podras considerar que a cada vértice de la primera figura corresponde uno de la segunda. Por lo
tanto, al poner las letras podés representar esa correspondencia usando la forma que ya conside-
raste en otras transformaciones: Ay A".
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2. Si es posible, traza con color lineas rectas uniendo vértices que se correspondan entre si, es decir, las
rectas que pasan por Ay A, By B’, Cy C, D y D’. Estas rectas se cortan en algun punto; buscalo, marcalo
y llamalo O. Compard tu trabajo con el de tus compaiieros y controla con tu docente antes de continuar.

3. Respondé: jdénde esta ubicado el punto O?

b) Dibuja y recorta tres tridngulos equildteros distintos entre si, por ejemplo, con lados de 2 cm, 4 cm y
6 cm, respectivamente. Nombralos ABC, A’B’C’'y A”B”C”.

1. Intentd ubicarlos en una hoja de carpeta de modo que los vértices correspondientes se puedan unir
entre si con lineas rectas, y de manera que esas rectas se corten en un punto. Cuando lo logres, pega-
los en la carpeta en esa posicion y traza con color esas rectas.

2. Nombra P el punto donde se cortan. Observa donde estd ubicado.

c) Reiterd lo que hiciste en la consigna b, con las siguientes figuras:
1. dos rectingulos, uno de 2 cm x 4 ¢cm, y otro de 3 cm x 6 cm;

2. dos rombos, uno con diagonal mayor de 8 cm y diagonal menor de 6 cm, y otro con diagonal mayor
de 16 cm y diagonal menor de 12 cm.

d) Leé el recuadro siguiente y confirma si observaste lo que alli se expresa.

Hay pares de figuras, o a veces mas de dos, que tienen:
¢ igual forma,
e distinto tamafo,
* vértices correspondientes alineados segtin rectas que se cortan en un tinico punto o centro,
* 4angulos correspondientes iguales y
* lados correspondientes paralelos.

€) Volvé a la consigna b: el centro de esa transformacion es el punto Py, para caracterizarla, tendras que
hacer mediciones y algunos calculos. Copia esta lista de segmentos en la hoja donde pegaste los triangu-
los ABC, A’B’C’ y A”B”C”. Medi cada segmento y completd la lista con las medidas correspondientes:

PA=........ PA’=......... PA” = ........
PB=...... PB’ = ......... PB” = .........
PC=......... PC=......... PC’=.........
AB=......... AB = .........
BC=......... BC=.........
CA=........ CA= ...

@ MATEMATICA 2



Matematica 8-unidad9-4as 17/7/08 11:05 Pagina 105 $

1. Realiza los cocientes entre las medidas de los siguientes pares:

PA’y PA; PB’y PB; PC’y PC; A’'B’y AB; B'C’y BC; CA’y CA.

2. Compar4 tu trabajo con el de tus compafieros, controld las respuestas con tu docente y escribi todas
tus observaciones.

En estos casos se dice que una de las figuras es la imagen de la otra por una transformacién lla-
mada homotecia (del griego homds, semejante), en la que puede variar el tamafo de la figura. La
homotecia queda caracterizada por un centro y un ndmero. Ese nimero es la razén que vincula la
longitud de los segmentos correspondientes en esa transformacion.

Por ejemplo, la homotecia que transforma el tridngulo ABC en el tridngulo AB C es la homote-
cia de centro Py razén 2.

.

f) Observa los tridngulos que dibujaste en b. Respondé estas preguntas relativas a cada par de figuras
correspondientes. ;Cudl es el centro y la razén de la homotecia que transforma el triangulo ABC en el
triangulo A”B”C”? ;Y el A’B'C’ en el A”B”C™?

El punto en el que concurren las rectas que
determinan los puntos de una figura y sus
correspondientes es el centro de homotecia.
La razén de homotecia, que se llama &, se
calcula hallando el cociente entre OAy OA:
Oees el centro; A un punto cualquiera y A’su
correspondiente imagen. El signo de la razén
depende de la posicion de O respecto de Ay
A’ Si la razén es positiva, Ay su imagen A’se
encuentran sobre una misma semirrecta de

origen O. En cambio, si Ay A’pertenecen a
semirrectas opuestas de origen O, la razén es negativa y el centro se encuentra entre Ay A; como en la figu-

ra en la que al tridngulo ABC'se ha aplicado una homotecia de centro O'y razén —2.
; L

A 2. Imdagenes homotéticas
a) Para hallar la imagen del tridangulo VYZ segun una homotecia de centro O y razdn 3, segui las siguien-

tes instrucciones.

1. Dibuja un tridngulo VYZ y un punto exterior O, como se muestra en la figura.

O- Vv

z
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2. Traza desde el punto O, con linea punteada, tres semirrectas que pasen por V, Yy Z respectivamente.

3. Toma la medida de OV y marca V’ sobre la semirrecta de manera que el segmento OV’ sea el triple
de OV.

4. Hacé lo mismo para encontrar Y’y Z’. Para lograr més precisién en las medidas podés usar el compds.

5. Uni V' con Y’y con Z. Ha quedado asi dibujada la imagen de VYZ, seg(in la homotecia de centro Oy
razén 3. Resaltd con colores el tridngulo VYZ y su imagen VY’Z’.

b) En una hoja en blanco, dibuj un cuadrado ABCD de 4 cm de lado y escribi las instrucciones necesarias
para hallar la imagen del cuadrado segiin una homotecia, de modo que uno de tus compafieros o tu docen-
te puedan hacerlo. No olvides tener en cuenta que deben cumplirse las relaciones que observaste en la
actividad 1, consigna d.

c) Intercambia la hoja con la de algiin compafero. Cada uno dibujara la imagen siguiendo las instruccio-
nes. Controlen si los dibujos son correctos. Ante cualquier duda consulten con el docente.

3. El centro y la razén de homotecia

a) Dibuja con color en tu carpeta un cuadrilitero ABCD, un punto exterior X y un punto interior W.
Dibuja A’B’'C’D’, imagen de ABCD, por la homotecia de centro Xy razén 2.

B

A

D ° X

b) Dibuja con otro color A”B”C”D”, imagen del cuadrilitero ABCD por la homotecia de centro W'y razén 2.

c) Respondé en tu carpeta.
1. ;Cémo es el tamafio de cada una de las imégenes obtenidas respecto del tamafio de la figura original?
2. ;Cémo es la forma de las dos imagenes obtenidas respecto de la forma de la figura original?

3. ;Qué relacion hay entre los lados de la figura original y sus correspondientes en las respectivas image-
nes?, ;y acerca de los angulos en la figura original y sus correspondientes en las respectivas imagenes?

4. Compara tus respuestas con la de tus compaferos y consultenlas con su docente.

d) ;Cuil es el centro de la homotecia que transforma ABC en A’B’C?? Explici en tu carpeta como proce-
diste para responder.
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Como habris podido observar a través de estas actividades, al aplicar este tipo de transformaciones
se obtienen figuras de la misma forma que la original, pero que pueden no tener el mismo tamafio.
Las homotecias son transformaciones conformes porque conservan la forma de las figuras, pero
no necesariamente su tamafio. En cambio, las rotaciones, las simetrias y las traslaciones, que ya
estudiaste en la unidad 6 del Cuaderno de estudio 2, ademés de conformes son transformaciones
isométricas (del griego sos, igual) del plano porque conservan las medidas de las figuras.
‘ |

A continuacién avanzaris en el estudio de las transformaciones. En el tema siguiente exploraris la seme-
janza y verds de qué manera estd relacionada con la homotecia. En la primera actividad analizars las condi-
ciones para que dos figuras sean consideradas semejantes.

TEMA 2: LA SEMEJANZA

A 4. Figuras semejantes

a) Observa los triangulos ABC y A”B’C’. Para obtener el segundo a partir del primero, se le aplicé al tridn-
gulo ABC una homotecia de centro Cy razéon 2 y se obtuvo A'B’C, y a esa imagen AB’C se la roté 90° en
sentido horario con centro en B’.

C

MINISTERIO DE EDUCACION, CIENCIA Y TECNOLOGIA @

o



Matematica 8-unidad9-4as 17/7/08 11:05 Pagina 108 $

H B
o UNIDAD 9

Para expresar simbélicamente que al tridngulo ABC se le ha aplicado primero la homotecia y
luego una rotacién se escribe:

A )% b
R (B’; 90°) ol (C;2) ABC=A"BC:

Si leés la férmula de izquierda a derecha, parece que las transformaciones estdn al revés del orden en
que fueron hechas. Esto es asi porque el simbolo de la operacién que primero se aplica, se escribe en la
férmula siempre a la izquierda de la figura y junto a ella. En este caso se le aplicd al tridngulo ABC una
homotecia de centro C'y razén 2, es decir: H .,y ABC. La segunda operacién en la que a esa imagen

s (o)) & p 24 &
ABCse la roté 90° en sentido horario con centro en B; se aplica al resultado de

H () ABC, por eso queda escrita mds a la — —
izquierda: 23 ABC A'B'C ABC A'B'C
R (B’; 90°) OH(C; 2) ABC. A AB A'B
Las siguientes tablas expresan la transfor- B B BC B C
macién resultante; una muestra la corres-
. [ c CA C'A
pondencia entre los d4ngulos y la otra, entre
Angulos Lados

los lados.

b) En el mismo orden, las siguientes tablas muestran las medidas de los dngulos, en grados, y las medidas
de los lados, en centimetros. Respondé en tu carpeta si la relacion entre las medidas de los lados de ABC
y A”’B’'C’ es directamente proporcional y por qué.

ABC | ABC ABC | ABC
80° 80° 2,15 43
65° 65° 12 2,4
35° 35° 2 4

Angulos Lados

Dos figuras son semejantes si cumplen simultdineamente las dos condiciones siguientes:
* sus dngulos correspondientes son iguales;

* sus lados correspondientes tienen medidas que se vinculan por una funcién directamente
proporcional.

Dicho de otro modo, dos figuras son semejantes si una se puede obtener a partir de la otra por
aplicacién sucesiva de una homotecia y alguna de las trasformaciones isométricas; o sea, traslacio-
nes, giros o simetrias.

En el ejemplo anterior, la igualdad de los éngﬁlos es evident36 y la froporcionalidad de los lados
2,414

)

correspondientes se observa en la igualdad de los cocientes 5355 1755 5 -

Si realizds los calculos, verds que en todos los casos el cociente es 2; entonces, la razén de seme-
janza de A”B’C’ con respecto a ABC'es 2.
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c) Considerd los triangulos, ABC y A'B’C’ que aparecen a continuacion para resolver las siguientes consignas
en tu carpeta.

C

1. Realiza todas las mediciones necesarias para verificar que se trata de dos tridangulos semejantes.
2. Elabor4 las tablas de medidas de los dngulos y de los lados correspondientes.

3. Halld la razén de semejanza.

4. Indica qué tridngulo tomaste como original y cual, como imagen.

En las siguientes actividades seguirds trabajando sobre transformaciones y figuras semejantes. Acorda con tu
docente cudndo resolverlas.

A 5 Andlisis de figuras semejantes

a) La siguiente tabla muestra las medidas de los lados de dos tridngulos semejantes; el tridngulo MNP es
la imagen del triangulo RST:

RST MNP
RS=3 |MN =45
ST=2 | NP=3

TR =25 |PM = 3,75

Copia la tabla en tu carpeta y respondé.
1. ;Cudles son los pares de lados correspondientes?

2. ;Qué medida tienen los lados de la figura considerada como original?

3. ;Cuél es la razdn de semejanzal

4. La figura imagen jse agrando o se achico con respecto a la original?
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AN JAN
b) Hacé lo mismo que en a considerando la siguiente tabla en la que RST es la imagen de MNP.

MNP RST
MN=6 | RS=3
NP=4 | sT=2
PM = 4,5 | TR = 2,25

c) (En qué se parecen y en qué se diferencian las situaciones planteadas en a y b?

d) La siguiente tabla estd incompleta. Para que puedas hallar las medidas de los lados BC y PM tené en
cuenta que el triangulo ABC es la imagen del triangulo MNP por una semejanza. Hacé lo siguiente:

1. Copia la tabla en tu carpeta.

AN VAN
2. Encontra las medidas que faltan para completarla. Seguramente, podras NG —
usar lo que ya aprendiste sobre razones y proporciones. MN=3 [ AB=12
3. Explica paso a paso como lo hacés. NP = 2 BC =
PM= | CA=16

€) Observi el siguiente dibujo.
B,

P. B3

La expresion: R p.509°H o, ) ABC = A3B3C;, significa que al tridngulo ABC se le ha aplicado sucesivamente
primero una homotecia de centro O y razén 2 y luego un giro de centro P y dngulo —50° y que el resulta-
do de aplicar esas operaciones, en ese orden, es el tridngulo A;B;C;.
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1. Copié en tu carpeta la expresién anterior que representa todas las transformaciones.

2. Completa las siguientes expresiones y explica con tus palabras el significado de cada una:
T(8'B,) *Ho;2) ABC =
S (e) °Ho, ) ABC =

3. Nombrd todos los tridngulos que son semejantes.

Con la siguiente actividad tendrds la oportunidad de revisar los contenidos de esta unidad y también podrds con-
siderar cudnto sabés sobre estas nuevas transformaciones, sus caracteristicas, como aplicarlas a distintas figuras y
cémo expresarlas simbélicamente. Revisa los dos temas de esta unidad y, si no lo hiciste antes, copia en tu car-
peta las definiciones o explicaciones mds importantes y los “Para recordar”. Prestd especial atencion a la expre-
sion simbdlica de las transformaciones y asegurate de entender como se formula y cémo se lee. Practicalo con las
figuras de las actividades.

A 6 Homotecias, semejanzas y simbolos

a) Completi el siguiente cuadro acerca de un rombo VXYZ al que se le han aplicado homotecias de dis-
tintas razones. Tené en cuenta que un rombo es un paralelogramo con sus lados iguales.

Medida del lado XY Medida del lado XY’ Razén de la homotecia
3 cm 12 cm
6 cm 1,5
2 cm 4

b) En una hoja en blanco dibuja un rectangulo MNPQ, de 4 cm por 2 cm. Hall su imagen segin una homo-
tecia de centro O (O es un punto cualquiera exterior al rectangulo) y razén —2.

En este caso, la razén es un niimero entero negativo, jhay que tener cuidado!

Cuando busques la imagen de M, por ejemplo, en vez de hacerlo sobre la semirrecta OM, debés
hallarla sobre la semirrecta opuesta de OM. En ese caso, el centro O de la homotecia queda entre la
figura original y su imagen. :

En cambio, si la razén de la homotecia es positiva, las dos figuras, la original y su imagen, que-

dan “del mismo lado” respecto del centro de la homotecia.
.
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c) Decidi si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera (V) o falsa (F). Si es verdadera, explica
como lo justificas.

1. Todos los recténgulos son semejantes entre si.
2. Todos los cuadrados son semejantes.
3. Dos rombos iguales son semejantes.

4. Si dos triangulos isosceles tienen los angulos opuestos a la base respectivamente congruentes
son semejantes.

Para finalizar

A lo largo de esta unidad aprendiste que una figura y su imagen homotética siempre cumplen con las
siguientes condiciones:

o sus lados respectivos son paralelos;

e las longitudes de los lados son respectivamente proporcionales;

e sus dngulos respectivos son iguales entre si;

e suforma es la misma.

Y también que si dos figuras son semejantes:
e sus dngulos correspondientes son iguales;

¢ sus lados correspondientes son proporcionales, es decir tienen medidas que se vinculan por una fun-
cién directamente proporcional;

e pueden estar ubicadas en cualquier localizacién del plano.

A continuacién, como siempre, algunos problemas interesantes para que resuelvas solo. En este caso, sobre
temas de Geometria y una incursién al mundo maravilloso de Gulliver.
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DESAFIOS MATEMATICOS

] . Las esferas

Una caja cubica de 8 cm de arista contiene una esfera de 8 cm de didmetro. Otra caja cUbica, también de
arista de 8 cm, contiene 512 esferitas de 1 cm de didmetro. Todas las esferas son macizas y del mismo
material. ;Qué caja pesara mas?

2. Triangulos

{Puede un triangulo isésceles ser semejante a un triangulo rectangulo? ;Por qué?

3. Gulliver y la semejanza (*)

Las historias de Gulliver y sus viajes al pais de los enanos (Liliput) y al de los gigantes (Brobdingnag) son
muy conocidas. Seglin cuenta su autor, Jonathan Swift, en el fantéstico Liliput las dimensiones largo, ancho
y alto de todas las cosas, animales, plantas y personas, eran 12 veces menores que las nuestras, mientras
que en Brobdingnag todas las dimensiones eran 12 veces mayores.

En un pasaje de la obra, Gulliver cuenta cémo los liliputienses prepararon la cama para su gigantesco huésped:

“600 colchones con dimensiones liliputienses fueron traidos en carretas a mi casa. De 150
colchones cosidos entre si, salié uno en el que cabia libremente a lo largo y a lo ancho.
Pusieron uno encima de otro 4 colchones como este, pero aun asi, ese lecho era tan duro
para mi como una piedra”.

a) ;Cuantas capas debian poner para lograr un colchén normal para Gulliver?

En otro momento del viaje, el autor explica que, para alimentar a Gulliver, “le sera entregada diariamen-
te una racién de comestibles y bebidas suficiente para alimentar a 1728 subditos de Liliput”.

b) Si un cocinero puede preparar comida para unos 10 liliputienses, jcuantos cocineros haran falta para
alimentar a Gulliver?

Las cosas cambian al llegar a Brobdingnag, donde el pobre Gulliver se queja de un travieso escolar que
“me tiré una avellana a la cabeza y por poco me da, y la habia lanzado con tal fuerza que me hubiera des-
calabrado inevitablemente, porque la avellana era poco menor que una calabaza nuestra”.

c) ;Cuinto pesara una avellana en Brobdingnag?

d) Si el didametro de una avellana es aproximadamente de 1,5 cm, jcudl es el didmetro de una en el pais
de los gigantes!

(*) Camus, N. y Massara, L., Matemdtica 3, Buenos Aires, Aique.
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4. Cercando terrenos

En la colonizacion de un pueblo se utilizé el siguiente procedimiento para la distribucion de tierras:
todos los colonos podian quedarse con el terreno que fueran capaces de alambrar con 3.000 m de
alambrado.

¢Cudl es el mayor terreno que se puede cercar si todas las parcelas tienen que tener forma rec-
tangular?

Algunas personas buscaron terrenos al lado de los rios. No sélo se aseguraban la provisién de
agua sino que ahorraban uno de los lados del terreno a cercar. ;Cuél es ahora la respuesta?

5. Tornillos, tuercas y clavos

Hay tres cajas: una contiene tornillos, otra tuercas y la otra clavos. El que ha puesto las etiquetas
de lo que contienen se ha confundido y no acerté con ninguna. Abriendo una sola caja y sacando
una sola pieza, ;cémo se puede conseguir poner a cada caja su etiqueta correcta?

6. Prendas y botones

Maria dice que si pone dos botones a cada prenda le faltan dos botones y si pone uno a cada
una, le sobra un botén. ;Cuéntas prendas y cuintos botones tiene Maria? ;La respuesta es Unica?
{Por qué?

7 . Sudoku

Es un juego de ingenio japonés, muy popular en el resto del mundo, y con bastantes adeptos aqui.
Es facil de entender y de jugar, y sélo requiere un poco de légica.

Hay un cuadro de 9 por 9, dividido en 9 cuadros de 3 por 3. La clave esta en completar los casille-
ros con numeros del 1 al 9, sin repetirlos ni en la hilera, ni en la fila, ni en la cuadricula menor.
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