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Algebra (11). Ecuaciones
U NIDAD 14 de primer grado e identidades

En la unidad 13 comenzaste tu estudio del Algebra a través de considerar qué es una variable y qué, una
incégnita. También tuviste oportunidad de reconocer ecuaciones e inecuaciones -igualdades y desigual-
dades algebraicas-. Viste también que son herramientas especialmente utiles en la resolucién de proble-
mas en los que se puede aplicar una férmula general a situaciones particulares, como en muchos célculos
geomeétricos que ya conocés, por ejemplo cdlculos de perimetros y dreas.

En esta unidad continuards ampliando tus conocimientos sobre temas de Algebra trabajando con ecua-
ciones y unas igualdades muy especiales que se cumplen para cualquier valor de las variables y por eso se
las denomina identidades.

TEMA 1: ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA

En las actividades de este tema abordards algunos problemas que se pueden expresar simbdlicamente
mediante ecuaciones que contienen una sola incégnita. Si esa incégnita tiene exponente 1, como en las ecua-
ciones que vas a resolver en esta parte de la unidad, se dice que la ecuacién es de primer grado.

A 1. Calculos magicos

a) A continuacion vas a leer una situacion que describe un juego realizado en un aula entre los alumnos
y su maestro. Esta presentada en dos etapas. Resolvé las consignas de cada etapa, y asi podras desarro-
llar el juego en tu aula. Probdlo con algin compaiiero de otro afo. Acorda con tus compafieros de afio
para que todos puedan probar el juego con diferentes personas.

1. Anibal le propuso a otro compafiero que piense un nimero menor que 50 y lo escriba en un
papelito sin mostrarselo a él porque lo iba a adivinar. Le dio las siguientes 6rdenes para que hicie-
ra calculos mentales sin decir los resultados hasta que él se lo indicara:

* Sumale 10.

* Multiplica por 3.

* Resta 6.

* Dividi por 3.

* Resta 6.

* Ahora decime, ;qué numero te dio?

Anibal le rest6 2 a ese nimero y, en efecto, acerto.
|
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2. El maestro pidié a los chicos que explicaran el truco, y Aurora lo hizo por escrito, escribiendo
ecuaciones:
e
Pensd un nimero x
Sumale 10 x+10
Multiplica por 3 3:(x+10)=3-x+30
Restd 6 3:x+30-6=3-x+24
Dividi por 3 # =x+8
Resta 6 x+8—-6 = x+2
{qué numero te dio? 42

Si x+ 2 es 42, entonces x =42 -2y el
numero escrito es 40.

* Copia en tu carpeta la explicacion de Aurora, analizdla y respondé, ;es correcta?, ;por qué?
.

“4 b) En el siguiente cuadro encontraras una sintesis de los pasos seguidos para llegar a la solucion de las
ecuaciones con una sola incognita, como las que escribié Aurora en su explicacion del truco. A medida
que vayas leyendo los pasos, marcalos en la explicacion que copiaste.

¢ » ¢ | a incognita
Se comienza por designar el nimero buscado con una letra que puede ser x;, 3 z o la que uno quie-
ra elegir. Esa letra es la incégnita del problema.

e o ¢ ]a ecuaciéon

Para plantear la ecuacién hay que escribir una igualdad en la que esté comprendida la incégnita.

e o o | a resoluciéon

Para resolver la ecuacion se la va transformando en ecuaciones equivalentes cada vez mds sencillas,
hasta encontrar el valor (o los valores) de la incégnita. A este proceso se lo llama “despejar” la incég-
nita. Las soluciones de la ecuacién son los valores de la incégnita.

e o o [ a verificacién

En la ecuacién planteada, se reemplaza la incégnita por el valor hallado.
Si se cumple la igualdad, la solucién de la ecuacién es la respuesta del problema.

1. Si tenés algun compaiiero con el que puedas trabajar, repitan el truco entre ustedes eligiendo otros
numeros para las instrucciones y escriban en ecuaciones el procedimiento para llegar a la solucién.
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2. Preguntale a tu docente acerca de los textos que presentan problemas para resolver mediante ecua-
ciones con una sola incognita. Selecciond una situacion y resolvela siguiendo los pasos propuestos.
Mostrale al docente tu trabajo.

- 2. Del lenguaje coloquial al lenguaje algebraico

En la actividad anterior viste el planteo de una situacién en la que se necesita descubrir algo, y se expresa con los
simbolos propios del lenguaje algebraico. No tenés que olvidar que al escribir una expresion simbdlica hay que indi-
car qué es lo que significa cada letra: por ejemplo si la expresion “el triple de la cantidad de lapices que tengo en
mi cartuchera” se simboliza por 3x, el nimero de lapices es x.

a) Copid las siguientes expresiones del lenguaje coloquial y traducilas al lenguaje algebraico.
1. El doble de un nimero m.
2. Un ndmero a, mas su doble.
3. El nimero d menos su mitad aumentada en 3,5.
4. El triple de un niumero x més 4.
5. El nimero anterior al nimero natural r.
6. El numero siguiente al nimero natural r.
7. La suma de tres nimeros naturales consecutivos.
8. La mitad de a mas el doble de t.

9. El doble del resultado de sumar 3 al nimero s.

b) Los siguientes listados estan desordenados. Copialos haciendo corresponder a cada expresion simbo-
lica su enunciado verbal.

(x+y) (x—y) El 4rea de un tridngulo es la mitad del producto de la base por la altura.
(x +y) El triple de la suma de 3 ndmeros.
x+15=12x El cuadrado de una suma.
4x -3 La suma de dos ntimeros por su diferencia.
3(x+y+z) El 4rea de un cuadrado es el cuadrado del lado.
(a + b)? La suma de dos ndmeros cuadrados.
Area = x El cuddruple de un nimero menos 3.
a + b? El cubo de la suma de dos ndmeros.
Area = 15 b-h La edad actual de un persona que dentro de 15 afios tendrd el doble.
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3. é¢Todas las expresiones algebraicas son ecuaciones?

a) Muchas veces trabajas con enunciados o con igualdades en las que intervienen letras, pero eso no es sufi-
ciente para que sean ecuaciones. Copid las siguientes expresiones o enunciados, analizilos y decidi cudles son
ecuaciones. Explica por qué. Para hacerlo transforma primero los enunciados en expresiones algebraicas.

* 2 (3x + 4y).

*53Bb-2)=7(b +2).

* La suma de un nimero con su mitad es 15.

*12a +15a—r.

* Un nimero y su cuarta parte.

* Tengo 87 pesos y los gasto todos menos 17. ;Cuantos me quedan?

* La base de un rectdngulo es 5 cm mayor que su altura y su perimetro es 36 cm.

* Un boligrafo cuesta 2 pesos mas que un lapiz.

Lo 13
X = 18 -

<13 +7=20.
«2(@z-1)=0.

catb=>b+a.

b) ;Qué podés decir acerca de las expresiones anteriores que no son ecuaciones?

A 4 Despejar la incégnita

En la actividad 6 de la unidad 13 aplicaste diferentes estrategias para transformar una ecuacién en expre-
siones equivalentes cada vez mds sencillas.

Cuando se trata de encontrar el valor de la incdgnita x, hay que despejarla cuidando que los dos miem-
bros de la igualdad no se desequilibren y sigan siendo efectivamente iguales. Para asegurar ese equilibrio es
necesario proceder paso a paso, aplicando a ambos miembros de la igualdad las mismas transformaciones,
como verds a continuacion.

En esta oportunidad aplicards dos procedimientos que ya usaste muchas veces para despejar la incégnita:

1. La reduccién de términos, es decir hacer las sumas y restas en las que figura la incégnita.

2. La transposicién de algin término o factor de un miembro a otro de una igualdad, como consecuen-
cia de hacer una misma operacién en los dos miembros de la igualdad.

Al operar con ecuaciones tené en cuenta que si escribis, por ejemplo, 30 + x = 35 no estds tratando de
sumar la xal 30, sino de encontrar cudndo esa suma, 30 + x, toma el valor 35.
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a) Trabaja en tu carpeta. Halld el valor de x en las siguientes ecuaciones efectuando primero, si fuera posi-
ble, las sumas y restas indicadas. Recorda que cuando hay paréntesis primero se deben efectuar las ope-
raciones que permitan quitarlos.

1.7x-3x=5+x+4

2. x 1(x_q)=
2+2(2 1) 2Xx

2. b) Para resolver una ecuacién disponés de distintas opciones. Después de haber resuelto las ecuaciones

‘ planteadas en a), leé las siguiente sintesis del “paso a paso” de posibles registros de diferentes procedi-

mientos de resolucién y comparalos con los procedimientos que usaste. Si podés trabajar con un com-
pafero hagan juntos esta comparacién y corrijan lo que sea necesario.

1. Para resolver la ecuacion 7 x—3 x=5+ x + 4

Reducir términos al efectuar la resta y la suma 7x—3x=4x

7x—3x=5+ x + 4 equivale a 4x=x+9

Transponer x por la operacién inversa de la suma

. 4x—x=x+9—x
restando x en ambos miembros

4x = x+ 9 equivale a 3x=9

Transponer x por la operacién inversa de la 3x _9
multiplicacion dividiendo ambos miembros por 3 373
3x =9 equivale a x=3

2. Para resolver la ecuacion £ +1— (ﬁ —1J =2x

2 21\2
. I 1 x.ox_1_
Quitar paréntesis distribuyendo el factor > Stg4—7= 2x
Quitar denominadores multiplicando los dos miem-
bros de la igualdad por el mismo multiplo comin de 4(% +% —17) =4x 2x
los denominadores:
%.,.%_17:23( equivale a 2x+ x-2 = 8x

Agrupar los términos con x en un miembro
y los términos sin x en el otro miembro mediante
la aplicacién en ambos miembros de las operaciones
inversas correspondientes

2x—8x+ x—2+2=8x—8x+2

—5x=2
Realizar las operaciones y hallar el valor de x —Sx_ 2 _ ,.=_2
-5 -5 -5

MINISTERIO DE EDUCACION, CIENCIA Y TECNOLOGIA @

o



Matematica 8-unidad 14-3as 17/7/08 11:40 Pagina 166 j\ﬁ

H B
o UNIDAD 14

Hasta aqui trabajaste fundamentalmente con ecuaciones de primer grado con una incégnita. Pero no
todas las situaciones algebraicas se resuelven planteando el uso exclusivo de la incégnita x con el exponente
1. En el tema siguiente trabajards con otros casos en los que se emplean otras potencias y mds de una letra
como variable.

TEMA 2: IDENTIDADES ALGEBRAICAS Fy

A medida que realices las actividades de este tema descubrirds férmulas algebraicas en las que se emplean
letras para designar pares de nimeros que cumplen la igualdad. En particular, las igualdades que se cumplen
para cualquier par de ndmeros se llaman identidades.

A 5 Los cuadrados de lados a, by a +b

El desarrollo de esta actividad te permitird encontrar una relacién matemdtica de gran importancia en la
que las letras a y b representan algebraicamente las medidas de los lados de dos cuadrados.

a) Toma, por ejemplo, 2 cm como valor de a'y 5 cm como valor de b, dibuja y recorta:
1. un cuadrado de lado a.
2. un cuadrado de lado b.

3. un cuadrado de lado a + b.

b) Escribi sobre cada uno la medida de su respectiva area.

Seguramente habrids escrito: @’ en el cuadrado de lado g, b” en el cuadrado de lado by (a + b)* en el cua-
drado de lado a + b.

c) Ubica los cuadrados de lado a y de lado b dentro del cuadrado de lado a + b, de manera que un vérti-
ce de a* coincida con un vértice de (a+ b)* y un vértice de b’ coincida con el vértice opuesto de (a + b )~
Observa que los dos cuadrados mads chicos solo tienen un vértice en comun. Pegalos en tu carpeta en esa
posicion.

d) El cuadrado de lado a + b estd formado por cuatro figuras. Respondé usando las letras a y b para des-
cribirlas, jcudles son cada una de esas figuras? Dibujalas y escribi sus nombres.

€) Expresa el drea del cuadrado de lado (a + b) de dos modos diferentes:
1. Mediante un célculo numérico.

2. De modo geométrico, usando letras para nombrar las figuras.

» Como respuesta a la consigna ¢ habras hecho dibujos similares a estos.
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b a b
* Como calculo numérico habras escrito alguna expresién equivalente a las siguientes:

(457 =2+2Q2x5) +5=4+20+25=49.
f) Repeti la experiencia con otros pares de numeros.
Como experiencia geométrica que confirma los resultados aritméticos pudiste encontrar la fér-

mula que permite generalizar el procedimiento a cualquier par de nimeros.
.

El cuadrado de la suma de dos numeros es igual a la suma de tres términos: el cuadrado del pri-
mero, el doble del producto entre el primero y el segundo y el cuadrado del segundo.
En simbolos: (a + b)>* =a*+ 2 a b + b’

6. El cuadrado de la diferencia

a) En esta actividad volverds a trabajar con dos nimeros a y b, como medidas de los lados de dos cua-
drados. Toma, por ejemplo, a =5 cmy b =2 cm . Dibuja y recorta.

1. Un cuadrado de lado a.
2. Un cuadrado de lado b.
3. Un cuadrado de lado a — b.

b) Escribi sobre cada uno la medida de su respectiva drea y ubicd dentro del cuadrado de lado g, el cuadra-
do de lado b de modo que uno de los vértices de ambos coincida. Dibujilos en tu carpeta en esa posicion.
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Seguramente habrias escrito: @ en el cuadrado de lado g, b* en el cuadrado de lado by (a—b)*en el cua-
drado de lado a — b.

c) En el cuadrado de lado a, que contiene al de lado b, traza las prolongaciones de los lados de b* hasta
que el cuadrado de lado a quede dividido en dos cuadrados y dos rectangulos. Para nombrarlos usa las
letras a y b y anotd lo que corresponda sobre cada lado de los cuadrados y cada lado de los rectdngulos.

d) Escribi sobre cada una de las cuatro figuras que componen el cuadrado de lado a, el 4rea correspondiente.

Seguramente tus dibujos son similares a estos.

(a—b)’ b(a — b)

b(a — b) b

€) Observa la figura. Para obtener el 4rea del cuadrado de lado a — b, ;qué areas se deben restar a la del
cuadrado de lado a? Escribi las operaciones que permiten obtener (a — b)* a partir de a% b*y las areas de
los dos rectangulos b - (a — b). Tené en cuenta que si se efectta el producto entre el largo y el ancho del
rectangulo se obtiene el drea b - (a — b) y por aplicacion de la distributividad del producto, esta drea se
puede escribir también como b - a — b2.

f) Efectud las operaciones necesarias para obtener una expresion de (a - b)? lo més simple posible.

Seguramente esta experiencia geométrica te permitié encontrar la formula que generaliza este procedi-
miento a cualquier par de nimeros.

El cuadrado de la diferencia de dos nimeros es igual a la suma del cuadrado del primero y el cua-
drado del segundo menos el doble del producto entre el primero y el segundo.
En simbolos: (a—b) = a*+b’>—2 ab.
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Como habras notado, para obtener el drea (a - b)* hay que plantear que: \

(@ —b)* = @*— (2ba — 2 b?) — b2 = a2 — 2ba + 2 b* — b* y por este camino geométrico se obtiene
como resultado que (a — b)* = a*—2 ab + b

El camino algebraico consiste en el clculo del cuadrado de la diferencia como una potencia de base
(a - b) y exponente 2. Es decir que (a — b)* = (a—b) . (a — b) y distribuyendo ordenadamente los

\productos se obtienea®—ab—-ba+b*=a*-2ab+ b /

g) Compari el resultado de estas operaciones algebraicas con el resultado que obtuviste por el camino
geomeétrico, ;qué observas! Proponé otros ejemplos numéricos para aplicar las igualdades anteriores y
comprobar geométricamente los resultados.

A 7. La diferencia de dos cuadrados

En la actividad anterior aprendiste a calcular el cuadrado de la diferencia de dos nimeros (a — b)%. Ahora vas
a restar dos nimeros cuadrados (a? — b?).

iPoné mucha atencién! Se trata de dos problemas bien diferentes. En la actividad anterior restaste 2y & para
obtener el lado de un cuadrado, en cambio en este caso se trata de los cuadrados de dos ndmeros y restarlos.

iNo te confundas! los resultados de estos procedimientos son diferentes porque la potenciacién no es una opera-
cién distributiva con respecto a la suma ni a la resta como ya viste la unidad 3. Vas a trabajar primero con ntimeros
y luego con figuras geométricas, para comparar los resultados de operar con dos niimeros #y & de modo diferente.

Calcularis los cuadrados de 'y de &y luego la diferencia entre esos cuadrados.

Para redlizar este trabajo necesitds lapiz, papel cuadriculado y regla graduada. Aunque podés hacerlo sin calcula-
dora, si disponés de una, podés usarla. Te va a facilitar las operaciones con numeros decimales para plantear
mayor cantidad de ejemplos.

a) Copia la siguiente tabla y completala. Trabaja con distintos pares de nimeros racionales a y b, natura-
les y también decimales, proponiendo otros ejemplos.
|

a b a+b | a—b |[(@a+b)(a—b) a? b2 a2 — b2
5 2 7 3 21 25 4 21
0,5 0,3
15 4,5
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b) Compari los resultados de la columna del producto (a + b) (a — b) con los de la dltima donde esté la
diferencia de cuadrados a* — b ;Qué observas? ;Ocurre lo mismo con cualquier par de nimeros!

El objetivo de la parte que sigue de esta actividad es que verifiques mediante un procedimiento geomé-
trico, lo que antes descubriste numéricamente en el cuadro del punto a). Vas a trabajar geométricamen-

te con la igualdad: a> — b*> = (a + b) (a — b), para lo cual dibujards dos segmentos a y b, por ejemplo, de
longitudes a=5cmyb =3 cm.

c) Representa el segmento suma a + b. ;Cuanto mide?

d) Representa el segmento diferencia a — b. ;Cuénto mide?

€) Recorts dos cuadrados de lados a y b. ;Cuanto mide el drea de cada uno?

f) Ubic4 los cuadrados superponiéndolos de tal modo que coincida uno de sus vértices. El de lado b resul-
ta interior al de lado a. Escribi junto a cada lado su medida segln corresponda. Dibuja los cuadrados en
esa posicion y sombrea la figura que resulta de quitar al cuadrado de lado q, el cuadrado de lado b.
Obtendras una figura con forma de L.

g) Trazi la prolongacién de un lado de b? hasta que la figura sombreada quede dividida en 2 rectangulos.

En el dibujo que hiciste siguiendo los pasos indicados, tendras un cuadrado de lado a, dentro del cual
hay un cuadrado de lado b, un rectdngulo (R;) de a x (a —b) y un rectangulo (R,) de b . (a —b).

h) Expresa simbélicamente el 4rea de la figura sombreada, compardla con lo que descubriste en la con-
signa b y redacta brevemente tus observaciones.

i) Si podés, reunite con otro compaiiero para comparar lo que escribieron y muéstrenle sus producciones
al docente. Seguramente habran llegado a una férmula equivalente a la siguiente: a* - b> = (a + b) (a — b).

Lo que comprobaste en esta actividad se puede enunciar de esta manera:

La diferencia de los cuadrados de dos nimeros a y b, se puede obtener multiplicando la suma de
esos numeros por su diferencia.

J) Hacé con tus compaiieros un afiche con los calculos numéricos y los respectivos dibujos geométricos
que ilustren las identidades algebraicas que aprendieron en este tema. No dejen de plantear ejemplos con
numeros decimales. Si disponen de calculadora es conveniente que la usen para hacer los calculos.
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A 8 Férmulas equivalentes

a) En la actividad 5 de la unidad 13 de 4lgebra trabajaste con una familia de rectingulos con lados rela-
cionados. La base mide xy la altura x + 2. Obtuviste una férmula para calcular el drea de esta familia de
rectangulos partiendo de un Unico dato: la longitud de su base. Respondé:

1. ;Cudles de las siguientes férmulas sirven para calcular el drea de los rectangulos de esa familia? Si te
hace falta dibuja algunos de esos rectangulos.

cA=x(x+12)
cA=x+2
cA=x+2x
cA=x.v+2
cA=2x+tv.x
cA=xX+x+2
cA=2x+ ¥

cA=2x+ x+1

b) Si obtuviste més de una respuesta correcta opera a partir de una de ellas con procedimientos alge-
braicos, haciendo los calculos para llegar a la otra y comprobar que son expresiones equivalentes.

. Consultd con tu docente acerca de tu trabajo en esta unidad y si es conveniente que consultes algiin texto de matemdtica
para resolver otras situaciones. En la préxima unidad dedicada a funciones profundizards acerca de estos temas de digebra.

Para finalizar

En esta segunda unidad dedicada al dalgebra analizaste los posibles pasos a sequir para resolver una
ecuacioén que tiene una tinica incégnita, comenzando por el planteo hasta llegar a la verificacién. El traba-
jo algebraico sobre expresiones que vinculan nimeros y letras -constantes y variables- permite operar
con ellas para determinar los valores de las variables que verifican una igualdad.

Estetipo de trabajo cobra sentido cuando la expresién algebraica resulta de la formulacion de un problema plan-
teado enlenguaje coloquial y se la va transformando en otras expresiones equivalentes hasta despejar laincognita.

En particular en la primera parte trabajaste con ecuaciones de primer grado con una incégnitay en la
segunda abordaste procedimientos geométricos para vincularlos con los caminos algebraicos en los que
las letras representan las medidas de figuras. Este tipo de trabajo algebraico permite establecer relaciones
de orden general que por cumplirse para todo par de niimeros se denominan identidades. La potencia del
algebra se pone de manifiesto al tratar diversas situaciones que se comportan del mismo modo y pueden
ser comunicadas mediante una misma expresiéon algebraica. Tal es el caso de las féormulas que responden
a procesos de generalizacién, por ejemplo el agrandamiento de figuras segun determinado criterio.

En las unidades siguientes referidas al tratamiento de funciones aplicards muchos de los conocimientos
que adquiriste en esta unidad. Como siempre, los desafios matemadticos que siguen te proponen situaciones
interesantes, en este caso problemas curiosos para resolver mediante el Algebra.
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DESAFIOS MATEMATICOS

] . Las fichas

Tenés una serie de disposiciones de fichas como las que te mostramos aqui:

$® 8 & @
® ® @ ® & & @
® ® ® ® @ ® ® & @

Estas son las primeras tres figuras. Encontra una expresién para saber el nimero de fichas que tiene una
figura segun el lugar que ocupa en la serie. Continua dibujando mas arreglos de fichas de esta serie y hacé
una tabla registrando los resultados.

¢Hay mas de una férmula que resuelva la situacién? Si podés discutilo con tus compafieros y tu docente.

2. Pitdgoras en accién

Esta es una propuesta de trabajo a partir del genial teorema de Pitdgoras. En lugar de tomar la hipotenu-
sa y cada cateto de un tridngulo rectangulo para emplearlos como lados de cuadrados, repeti el procedi-
miento construyendo tridngulos equildteros en vez de cuadrados. Los tres tridngulos equilateros tienen
que tener como lado, respectivamente, la hipotenusa y cada cateto del triangulo rectangulo. Entre las
areas de los triangulos, ;se cumple la misma relacion que con los cuadrados? O sea, jes verdad que: El
area del triangulo equilatero construido sobre la hipotenusa es igual a la suma de las areas de los trian-
gulos equilateros construidos sobre cada cateto?.

iQué pasara si tomas las longitudes de los catetos y la hipotenusa y las empleds como lados de otros poli-
gonos regulares? ;Podés probar con hexagonos y octégonos regulares? ;Por qué?

3. ¢Quées 365?

Todos saben que es el nimero de dias del afio pero también presenta otras particularidades. 365 se puede
expresar como la suma de los cuadrados de tres numeros consecutivos y también como la suma de los
cuadrados de los dos nimeros siguientes a esa terna. ;cuales son esos nimeros?
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