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Unipap 12 Relaciones métricas

La naturaleza, el arte y las ciencias proporcionan oportunidades para la observacién y la explora-
cién de conceptos y patrones geométricos. Desde que iniciaste el Cuaderno de estudio 1y enlo que va
del Cuaderno de estudio 2 estudiaste algunas relaciones métricas caracteristicas de las figuras y los
cuerpos a partir de la medicién de sus elementos: lados, diagonales, contornos rectos o curvos, Gngu-
los, areas, volimenes, desplazamientos y distancias entre unos y otros. El estudio de esas relaciones
métricas es parte de la geometria métrica, llamada asi por su vinculacién con los procesos de medida.

La medida de estas relaciones se expresa mediante un niimero constante. Por ejemplo, la relacién
entre la longitud de una circunferencia y su diGmetro esta expresada por el niimero 7 (pi).

En esta unidad vas a trabajar con otras relaciones métricas, por ejemplo, las que expresan la suma
de los dngulos de un poligono. Conocerds, ademas, una relacion métrica definida entre las dimensio-
nes, el largo y el ancho de los rectdngulos de una familia de caracteristicas peculiares. Esta relacién es
conocida desde la Antigiiedad a tal punto que el niimero que corresponde a su valor se simboliza con
una letra griega d) (se lee fi). Tanto (I) como TT pertenecen a una clase de niimeros -los irracionales-
cuyas caracteristicas estudiards.

En esta unidad vas a encontrar una serie de actividades referidas a las relaciones métricas entre distintas figu-
ras geométricas. En cada actividad se desarrolla una relacién métrica diferente que se obtiene siguiendo cier-
tos razonamientos con los que vas a tener que andlizar elementos de figuras, compararlos, hacer cdlculos y
hallar e interpretar formulas que expresan esos cdlculos en simbolos. Por eso, al finalizar cada una de las acti
vidades, te conviene hacer una breve sintesis de la relacién tratada y escribir las formulas y los conceptos que
la definen. Organiza esas sintesis en una hoja aparte, para que puedas tenerlas cada vez que las necesites.

TEMA 1: RELACIONES METRICAS EN POLIGONOS

A 1. Angulos interiores de un poligono

a) Dibuja en tu carpeta cinco poligonos no regulares de 4, 5, 6, 7 y 8 lados, respectivamente. En cada
uno elegi un vértice y traza desde él todas las diagonales posibles. Escribi al pie de cada figura cuantos
triangulos se formaron.
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b) Todos los poligonos se pueden descomponer en una suma de triangulos y, como ya conocés cuinto
vale la suma de los angulos interiores de cualquier triangulo, copia la tabla que sigue y completala con la
suma de los dngulos interiores de un poligono segiin el nimero de sus lados.

Poligono Numero de lados Numero de triangulos Izslzggﬂﬁaiai;::"i)f:s

Triangulo 3 1 2 angulos rectos
Cuadrilatero 4 2 4 angulos rectos

Pentagono 5 3

Hexagono 6

Eptagono 7

Octdgono 9

1. Como pudiste observar, la suma de los dngulos interiores de un poligono depende del numero de
triangulos en que se lo pueda descomponer, que a su vez depende del nimero de lados del poligono.
Para calcularla, conviene pensar el problema respondiendo a las siguientes preguntas.

* ;Cuantos lados tiene el poligono?
* ;En cuantos triangulos se puede descomponer?

* La suma de los angulos interiores de un poligono ;a cuantas veces el valor de dos dngulos rectos
equivale?

2. Respondelas en tu carpeta.

Suma de los dngulos interiores de un poligono

Se puede generadlizar esta regla a los poligonos de cualquier nimero de lados. La suma de los dngu-
los interiores de un poligono de n lados = (n — 2) - 180° donde la letra n representa la cantidad
de lados del poligono.

c) Calculd la amplitud de cada dngulo interior de un pentigono regular y de un decédgono regular. Un angu-
lo interior del decidgono ;es el doble del dngulo interior del pentagono? ;Por qué?!
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a 2 Angulos exteriores de un trigangulo

! En la unidad 6 del Cuaderno de estudio 1 se te propuso recortar y unir los dngulos de un triangulo para encon-

trar el valor de la suma de sus dngulos interiores. Si no lo recordds podés volver a comprobarlo, y verds que en
cualquier triangulo esa suma es igual a 180°. Ahora vas a descubrir otras propiedades usando otros recursos mate-
madticos que ya conocés.

a) Dibuji un tridngulo cualquiera y prolonga los lados para que queden dibujados los dngulos exteriores.
Poné las letras « (alfa), f3 (beta) y ¥ (gamma) a los éngulos interiores.

b) Observéa que a cada angulo interior de un tridangulo le corresponden dos dngulos exteriores segin se
consideren las semirrectas opuestas a uno u otro lado del angulo interior. Ponele la letra 4 (delta) a uno
de los dngulos exteriores a ¢x.

c) Copia en tu carpeta las siguientes expresiones completando los espacios en blanco.

* Por sev angulos suplementarios, la suma Ae un augulo interior y su adyacente es igual a...
a+ 6 =. osea ax=180°-... (1)

* Adewmas, como e todo tviamgule: @ + B + ¥ =180° y pov eso x =180° - (... +..) (@)

d) Compara las expresiones anteriores y escribi el valor de 6.

El razonamiento que hiciste es valido para cualquier tridngulo; por lo tanto, puede generalizarse
enunciando:
En todo tridngulo, un dngulo exterior es igual a la suma de los 4ngulos interiores no adyacentes.

e) Resolvé los siguientes problemas usando la propiedad que acabds de comprobar.

1. Un 4ngulo exterior de un tridngulo isésceles mide 1200; ;cuanto miden sus angulos interiores?
(
iC(’)IIIO son sus lados?

2. En un tridngulo isosceles, el dngulo opuesto a la base mide 48°. Calcul4 la amplitud de cada uno
de los dngulos exteriores.

3. En un tridngulo isésceles oblicudngulo, un dngulo mide 100°. Calculd la amplitud del angulo for-
mado por la bisectriz de un dngulo agudo y la bisectriz del correspondiente angulo exterior.

4. Repeti la experiencia con el angulo formado por la bisectriz del d4ngulo de 100° y la bisectriz
correspondiente al angulo exterior adyacente. ;Te parece que ocurrira lo mismo en cualquier clase

de triangulo? Explica tu respuesta.
.
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3. Perimetroy Grea de cuadrados

a) Relée la consigna c de la actividad 1 de la unidad 3, en la que trabajaste con el perimetro y el drea de
cuadrados y respondé al siguiente planteo.

El lado de un cuadrado mide 4 cm; calcula su perimetro y su érea.

1. ;Se puede decir que “los resultados son iguales™?

2. Explica con tus palabras en qué se parecen y cudl es la diferencia. Si es necesario, ayudate con un dibujo.

b) Copié una tabla de cuadrados como la que sigue, en la que n representa la medida del lado. Us4 una cal-
culadora para completarla y luego, observando los resultados, respondé a las preguntas que estan al pie.

n n? n n? n n? n n?
1 11 121 21 441 31 961
2 12 22 32

3 13 23 33

4 16 14 24 34

5 25 15 25 35

6 16 26 36

7 17 27 37

8 18 28 38

9 19 29 39
10 20 30 40

1. Si se duplica el lado de un cuadrado, ;se duplica también su perimetro?, ;se duplica su 4rea?

2. Usa papel cuadriculado y dibuja un cuadrado de 5 unidades de lado; jcual es su drea? Repeti la expe-
riencia con un cuadrado de 6 unidades de lado; jcual es su drea? ;Cudl es el area de un cuadrado de 5,5
unidades de lado?

3. (Entre qué nimeros enteros esti comprendida el drea de un cuadrado de 8,25 cm de lado?

c) Resolvé la situacion que se presenta a continuacion.

El docente les pidi6 a sus alumnos que calculen el lado de un cuadrado cuya érea es de 2 cm?. Manuela
se dio cuenta de que debia ser un nimero mayor que 1y menor que 2. Probé con 1,5, lo multiplicé por
si mismo y obtuvo 2,25. Probé con 1,4 y obtuvo 1,96. Entonces se pregunté como encontrar un nime-
ro que fuera a la vez mayor que 1,4 y menor que 1,5 y que al elevarlo al cuadrado diera 2.
.
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1. Usd la calculadora para resolver el problema de Manuela, es decir encontrar un valor aproximado
para 4/5:1,4 < /5 <1,5.

2. Usi el mismo procedimiento para encontrar una expresion aproximada de la raiz cuadrada de 3 con
dos cifras después de la coma decimal.

La raiz cuadrada de un nimero que no es un cuadrado perfecto no es un niimero racional (no se lo puede
expresar con un decimal exacto ni periédico) y por eso recibe el nombre de nimero irracional.

Son ejemplos de nimeros irracionales: \/E , €l nimero 7. En cambio, \/Z 02, \/g ; 3;4; 0,5, -1,2; 1§ ;0,6
son nimeros racionales.

d) Escribi otros dos ejemplos de nimeros racionales que provengan del célculo de raices cuadradas y dos
ejemplos que también provengan de raices cuadradas y sean nimeros irracionales. Compara tus ejemplos
con los de otros compafieros y conversa sobre este tema con tu docente.

€) Respondé a cada una de las siguientes consignas. Copia las dos tablas en tu carpeta.

1. En la fila superior de esta tabla estd el perimetro, medido en centimetros, de diferentes cuadrados.
Completala con las respectivas areas.

Perimetro (cm) 22 40 30 324 82 108

Area (cm?) 100

* Los nimeros de la tabla json racionales o no? ;Por qué?

2. En la fila superior esti el 4rea, en centimetros cuadrados, de diferentes cuadrados. Completala con
la medida de los respectivos lados.

Area (cm?) 16 100 49 36 81 4

Lado (cm) 10

* Los nimeros de la tabla json racionales o no? ;Por qué?

3. Conversa con tus compafieros y con tu docente sobre este trabajo.
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TEMA 2: LA RELACION AUREA Iy

Tanto en la naturaleza como en el arte se ponen de manifiesto principios proporcionales muy interesan-
tes. Uno de ellos es la relacién métrica que se establece entre los lados de los rectidngulos que se consideran
con mejores proporciones. A esta relacién se la conoce como nimero de oro, divina proporcién, relacién
durea o regla dorada. Si bien se la usé en la practica desde la Antigiiedad, sigue vigente hasta hoy entre arqui-
tectos, disefiadores y artesanos.

A 4 Una relacién métrica especial

En esta actividad trabajards sobre una relacién métrica identificada con otro niimero irracional: el nime-
ro de oro.

t‘ a) Para empezar a ver de qué se trata esta relacion, realiza la siguiente experiencia.

1. Dibuja en un papel un rectingulo de las dimensiones que prefieras, ni muy angosto ni exagerada-
mente ancho. Si podés trabajar con otros compafieros, comparen los rectangulos que dibujaron. Si no
tenés compaiieros de tu ano, pedile al tu docente y a otros chicos de la escuela que cada uno dibuje
con regla un rectangulo que no sea ni muy angosto ni muy ancho.

2. Comparen todos los rectdngulos dibujados; ;les parecen que son recténgulos semejantes? Recértenlos
y péguenlos en un afiche para colgar en el aula. Midan lo necesario en cada rectdngulo para averiguar la
razén entre el lado mayor y el menor, y escribanla en el afiche debajo de cada uno.

Te parecera curioso observar que los rectdngulos que a la mayorfa de las personas nos parecen de
“buena forma” son muy semejantes, vale decir que la razén entre el ancho y el largo es précticamente
la misma en todos. Casi siempre el lado menor es el 62% del lado mayor.

Te sorprenderd, también, saber que la mayorfa de los documentos de identidad -DNI (Documento
Nacional de Identidad), Cédula de Identidad, Registro de Conductor, Tarjetas de crédito o de débi-
to emitidas por los bancos— tienen aproximadamente la misma forma y que, ademds, estas formas
se encuentran en el formato de muchos libros.

Esta relacién métrica entre los lados de los rectdngulos de “buena forma” es conocida desde la
Antigiiedad y se la puede encontrar en la construccién de los templos griegos, como verds mds ade-
lante en esta unidad. .

Conocedor de esta relacién, un monje italiano, Fray Paciolo di Borgo, enuncié en 1509 una fér-
mula matemdtica para obtener el ndmero constante, razén caracteristica de esta relacién a la que
Leonardo Da Vinci denominé Divina Proporcion. El valor de esa razén constante es un nimero irra-
cional denominado niimero de oro al que se simboliza con la letra griega ¢ (se lee fi) en homenaje
al arquitecto Fidias que la puso en préctica en el disefio del Partenén (siglo V a.C.). Algo similar ocu-
rrié con la relacién métrica que ya estudiaste entre la longitud de la circunferencia y el didmetro.
También era conocida desde la Antigiiedad, pero recién en 1796 un matemdtico inglés, William
Jones, denomind a ese niimero irracional con la letra griega 7 (pi) por ser la inicial de “perisferia’.
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‘ En el punto siguiente vas a aprender cémo se calcula el nimero de oro (.

b) Copid en tu carpeta las siguientes figuras. Fijate que para dibujar el rectingulo tenés que hacer centro
con el compas en el punto medio del lado del cuadrado y trazar el arco indicado con la flecha.

«/E 2 2

L 1+45

1. Observa tus dibujos y respondé las preguntas.
* ;Qué relacion permite afirmar que la hipotenusa del tridngulo de los catetos 1y 2 mide \/E ? Escribila.

* Escribi el cociente entre las medidas del lado mayor y el menor del rectangulo, llamalo ¢ ya que este
cociente es el nimero de oro.

* Calculd el valor de ¢ con tres cifras decimales. Tené en cuenta que V5 = 2,236... (el signo = signi-

fica aproximadamente).

Se denominan rectangulos dureos aquellos cuyos lados estan en relacion aproximada a 1,618,
conocido como nimero de oro y simbolizado con la letra griega ¢ (se lee fi).

) En la unidad 9 aprendiste que para que dos figuras sean semejantes deben tener dngulos congruentes
y lados proporcionales. ;Todos los rectangulos dureos son semejantes entre si? ;Por qué?

d) Calculi el valor de % con tres cifras decimales; escribilo.

e) Resta %del valor de ¢; jcuadl es la diferencia?

Te sorprenderd saber que el nimero de oro es el tnico nimero cuyo inverso es él mismo dis-

minuidoen1: ¢ — 1 = 1.

En efecto, % = 1,6118 = 0,618, es decirque ¢ =1 + %

Alavez = 1,618 ¢.

1
1,618

f) Comprobi estas relaciones usando la calculadora.
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a 5. La divisién Gurea de un segmento

En esta actividad verds una importante aplicacién de la relacién durea que permite dividir un segmento
en otros dos que guardan con ¢l una curiosa relacién de proporcionalidad.

a) Una propiedad interesante de los rectingulos dureos es que si se colocan dos rectangulos iguales,
como en la figura que se muestra a continuacién, se forma otro rectangulo mas grande. Para ver si este
nuevo rectangulo es o no aureo, segui los siguientes pasos.

1. Copid en tu carpeta esta figura. Los rectidngulos ABCD y BEFG son dureos porque fueron dibujados
en escala tomando como unidad el segmento AD.

H G F
D C
A B E

2. Completa una tabla como esta con las medidas del lado mayor y el menor de cada uno de los rectingulos.

Rectingulo Lado mayor Lad? menor Eqa;zy%r:ﬂ/l:gg
Unidad AD Unidad AD menor
ABCD 1,618 1 1618
BEFG
AEFH

————————————————————————————
3. Observa tu figura. El recténgulo ABGH ;es un cuadrado? ;Por qué?

4. Si agregis a la derecha de tu figura un rectangulo EJK de las mismas dimensiones que AEFH, ;qué relacion tiene
el rectangulo AlJL con los demas rectangulos dibujados? ;Por qué? El rectangulo AEKL jes un cuadrado? ;Por qué?

5. A partir de tus dibujos anteriores habris podido observar que a cualquier rectingulo dureo se le
puede afadir por su lado mayor un cuadrado, y el resultado también es un rectangulo aureo. ;Creés
que si a un rectangulo dureo se le quita un cuadrado de lado igual al del lado menor del rectangulo la
figura que resta es un rectangulo aureo? ;Por qué?

H Los dibujos que hiciste te ayudaran a descubrir otra relacién métrica vinculada con el nimero de oro.

6. Observa nuevamente tu dibujo inicial y tené en cuenta que en él AD = BC = BE. Ademas, el seg-
mento AE es la suma de AB y BE. El punto B divide el segmento AE en dos partes tales que sus respec-
tivas medidas son 1,618 y 1; ;jcudl es la medida de AE? Calcula la razén entre las medidas de AE y AB, y
la razén entre las medidas de AB y BE. Compara ambas razones; jqué resultado obtuviste?
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Dado que todos los rectdngulos dureos guardan la misma proporcién entre sus lados se puede enun-
ciar que:

En todos los rectdngulos dureos la razén entre la suma de los dos lados y el lado mayor es la
misma razén que existe entre sus lados.

En este caso: AE — AB ¢ ve que AB es el divisor en la primera razén y el dividendo de la

AV8 T 88

segunda, por eso se dice que AB es medio proporcional entre la suma AE'y el lado menor BE.

Dicho de otro modo, cuando la parte mayor AB de un segmento AE es a b
medio proporcional entre el segmento total AE'y la parte menor BE se dice
que el punto Bdivide el segmento AF en media y extrema razén. ‘ a+b
Para generalizar, si se llama 2+ al segmento total y constituye el segmento x,  es la parte mayor
y b es la menor, se p.uedc enunciar que si se verifica la siguiente proporcion: “ﬂi = % , enton-
ces la parte mayor 4 recibe el nombre de segmento ureo de x.
4 L

A 6 El pentdgono pitagérico y el Partenén

En esta actividad vers otra aplicacién del nimero de oro en la construccién del pentégono regular.

Los griegos pitagéricos encontraron el niimero de oro al AC
hallar la relacién entre la diagonal de un pentégono y el lado. AB 1,618

A B

Cuando llegaron a la conclusién de que esta relacién no se podia expresar como cociente de dos niimeros
enteros les pareci6 algo tan contrario a su légica que lo llamaron nimero irracional. Este es el primer ndme-
ro irracional del que histéricamente se tuvo conciencia.

Con posterioridad, los griegos consideraron que el rectingulo cuyos lados 2y & estaban en la relacién
% = ¢ era especialmente armonioso y lo llamaron recténgulo de oro pues para ellos la armonfa era consi-
derada como una virtud.

* Un ejemplo de la aplicacién prictica de la relacién durea se encuentra en el disefio del Partenén griego.

D & s
E :
A S T AT T T T 9 B

N

C
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AB

a) En la figura del Partenon podés comprobar midiendo con cuidado que Z5- = (. Investiga la razén entre

cD
CD y ACy comparala con la razén entre AC y AD. El segmento AC jes el segmento aureo de CD? ;Por qué?

b) Otra aplicacién de esta relacion descubierta por los pitagoricos es la que posibilita la construccion de
un pentagono regular usando regla y compas. Construi un pentagono de 3 cm de lado aplicando la rela-
cién aurea. Explicd paso a paso como lo construis.

Para concluir la unidad leé unos versos que el poeta Rafael Alberti (1902-1999) dedicé a este tema.

A LA DIVINA PROPORCION

A ti, maravillosa disciplina,

media, extrema razén de la hermosura,
que claramente acata la clausura

viva en la malla de tu ley divina.

A ti, carcel feliz de la retina,
durea seccion, celeste cuadratura,
misteriosa fontana de mesura
que el Universo arménico origina.

A ti, mar de los suefios, angulares,
flor de las cinco formas regulares,
dodecaedro azul, arco sonoro.

Luces por alas un compds ardiente.
Tu canto es una esfera transparente.
A ti, divina proporcion de oro.

Para finalizar

En Geometria existe un gran nimero de relaciones métricas que fueron descubiertas y formuladas por
los matematicos a lo largo de la historia. Algunas han sido superadas a través de los tiempos y hoy solo
conservan un valor histérico para los especialistas. Otras —como la relacién pitagérica, el niimero T o el
nimero ¢ — siguen vigentes porque son de imprescindible aplicacién préctica y contribuyen al avance de
la ciencia, la tecnologia y el arte.

Revisa la hoja con las sintesis parciales que fuiste haciendo para ver si estan claras y si no te olvidaste de
algo importante. Por ejemplo, la revisién acerca de la naturaleza de los nimeros irracionales que no se
pueden expresar como cociente entre dos enteros. En las unidades siguientes, que se refieren a Algebra 'y
funciones, retomaras el estudio de muchas de las relaciones que analizaste en estas actividades.

A continuacidn, en los desafios vas a encontrar problemas sobre el tema de la unidad, pero también algu-
nos que te van a permitir revisar lo que sabés sobre proporcionalidad y volumen.

@ MATEMATICA 2

o



Matematica 8-unidad 12-4as 17/7/08 11:18 Pagina 149 $

DESAFIOS MATEMATICOS

1.Estrella pitagérica

Los pitagéricos adoptaron como simbolo para reconocerse entre ellos el pentdgono regular estrellado
como el del dibujo. Su propiedad caracteristica es que todos los segmentos estan en relacién aurea.

Observa los datos de la figura y calcula la longitud de la diagonal del pentigono convexo que quedoé for-
mado en el centro.

A A
vy

¢
1/ [\ 1
\
1/¢°

P

2. El numerom

En la figura aparece una construccién geométrica con regla y compas del nimero m, valor que los griegos
obtuvieron del inverso del nimero de oro. El desafio consiste en justificar razonadamente que EF = m.

D G <
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3. Los vasos cénicos

Se vierten diferentes cantidades de agua en un vaso cénico. En cada vertido se mide la altura del agua y

su volumen.
Altura 5cm ; ; ; ; 11 cm% ; 12 cmi ; 14 cmi i

Volumen 32cm’ 83 cm’ 108 cm® 172 cm®

Teniendo en cuenta los datos de la figura, ;podés responder si el volumen es directamente proporcional
a la altura?

4. Un problema de tablas

De las siguientes tablas, ;cudles pueden pertenecer a una proporcionalidad directa?

2 | 7|3 3| 4|7 4 (12|10
3 10,5 2 6 | -8 |14 319175
2 | 7|3 3| 4|7 4 (12|10
3 |105( 2 6 | 8|14 319175

5. Construccion de la espiral

A cualquier rectangulo aureo se le puede restar por su lado menor o bien afiadir por su lado mayor un
cuadrado, y el resultado sigue siendo un rectangulo aureo. Esta propiedad se ilustra frecuentemente con
este dibujo similar a una espiral.

>

N\

Para construirla usa una hoja de papel milimetrado. En el centro de la hoja dibuja un cuadrado de 1 cm
de lado. Con el compas marca un arco de un cuarto de circunferencia que tenga por radio el lado del cua-
drado. Y segui construyendo la espiral segiin el modelo hasta salirte de la hoja.
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